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Lebenslauf. 


Am 6. April 1862 wurde ich, Hermann Werner, zu Hottel- 
stedt in Sachsen-Weimar als Sohn des dortigen Lehrers Richard 
Werner und dessen Ehefrau Friederike geb. Gerlach geboren. 
Den ersten, vorzüglichen, Unterricht empfing ich von meinem nun 
leider verstorbenen Vater und von Herrn Pfarrer Woldemar Labes, 
welcher mich in den Sprachen unterrichtete. Ostern 1875 wurde ich 
in die Quarta der damaligen Realschule I. O. (jetzt Realgymnasium) 
zu Weimar aufgenommen. Den Unterricht in der Mathematik er- 
hielt ich von den Herren Directoren Dr. Leidenfrost und Dr. Wer- 
nekke. Ostern 1882 verliess ich die Schule mit dem Zeugniss der 
Reife und genügte bis zum 1. April 1885 meiner Dienstpflicht als 
Einjährig-Freiwilliger in Jena, wo ich zugleich an der dortigen Uni- 
versität immatriculirt war. Von Ostern 1883 bis Ostern 1888 studirte 
ich in Leipzig Mathematik und besuchte die Vorlesungen der Herren 
Professoren und Docenten: Klein, Lie, Neumann, Mayer, Schur, 
Dyck, Engel, Study, Hankel, Wundt, Heinze, von Richthofen, 
Biedermann. Ferner nahm ich an den Seminarien resp. Uebungen 
der Herren Professoren Lie, Schur, Dyck, Engel und Hankel Theil. 
Am 12. Januar 1889 bestand ich das mündliche Examen. 

Allen meinen Lehrern, insbesondere aber Herrn Prof. Dr. Sophus 
Lie, fühle ich mich zu grossem Danke verpflichtet. 


Bestimmung der grössten Untergruppen derjenigen projectiven 
Gruppe, welche eine Gleichung zweiten Grades in 
n Veränderlichen invariant lässt. 


Von 


HERMANN WERNER aus Hottelstedt bei Weimar. 


Die nachstehende Arbeit erledigt ein interessantes Problem aus 
Lie’s allgemeiner Theorie der Transformationsgruppen. Ehe wir 
dasselbe formuliren, wollen wir die wichtigsten von ihm eingeführten 
Begriffe und abgeleiteten Sätze, die im Folgenden benutzt werden, 
kurz zusammenstellen: 

Eine Schaar von Transformationen : 

Lu = Poli la Du ar) Gi], we) 
in den Veränderlichen &, ... %, bildet eine endliche continwrliche 
Transformationsgruppe, wenn zwei Transformationen der Schaar nach 
einander ausgeführt wieder eine Transformation der Schaar ergeben. 
Die Grössen a,....a, heissen die Parameter der Gruppe und eine 
Gruppe mit r wesentlichen Parametern heisst r-gliedrig. 

Eine Transformation heisst infinitesimal, wenn sie die Form 

besitzt: 

nm Ele 2.00 He lieel,...,n), 
wobei öt eine unendlich kleine Grösse bedeutet. Bezeichnet / eine 
beliebige Function von %, ...%,, so ergiebt die Ausführung dieser 
Transformation auf f die folgende Gleichung: 


ARCHE) = f(%,°° Cr) +(Ds a dt. 


Lie führt daher 
ieh 
gr EN 
1 


als Symbol für die infinitesimale Transformation ein. 
Mehrere, etwa r infinitesimale Transformationen 


SE? 
Kl Zn ga, (Merle ıhr) 
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heissen von einander unabhängig, wenn es nicht möglich ist, 7 Con- 
stanten c, ...c, so zu wählen, dass der Ausdruck 

“ : £ aXLft to %f 

identisch verschwindet. 

Ordnen sich die Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe paar- 
weise als inverse zusammen, so enthält die Gruppe die identische 
Transformation und r unabhängige infimitesimale Transformationen. 
Die endliche Transformation entsteht durch unendlichmalige Wieder- 
holung der allgemeinen infinitesimalen Transformation. 

Sind X,f,..., X,f r unabhängige infinitesimale Transformationen 
einer r-gliedrigen Gruppe, so bestehen zwischen den Xf Beziehungen 
von der Form: | 


(X, X) = X: (X(f)) — X (X(9)) = in), 


SCinsAsf, 
x 1 
wobei die G;„, numerische Constanten bedeuten. 

Umgekehrt bestehen zwischen r unabhängigen infinitesimalen Trans- 
formationen X,f,..., X,f die obigen Relationen, so erzeugen die 
Xf eine endliche continuirliche r-gliedrige Transformationsgruppe. 

Hat man zwei r-gliedrige Gruppen X, f,..., X,f und Yıf,.--, Yıfhı 
zu welchen ein und dasselbe System der c;., gehört: 


(X;, X,) Ir (X, Y,) ED Y,, 
1 1 


so nennt man die beiden Gruppen gleichzusammengesetzt oder holoedrisch 
isomorph. 

Zwei m- gliedrige Untergruppen einer r-gliedrigen Gruppe heissen 
mit einander gleichberechtigt, wenn sie durch eine Transformation der 
r-gliedrigen Gruppe in einander übergeführt werden können. 

Soll eine Gleichung Pa “20, %n) = O0 eine infinitesimale Trans- 


formation 
nn 
Kfz, 
1 T 


gestatten, so muss Xp = eine blosse Folge von $ = 0 sein. 

Nach Lie ist es bei Untersuchungen, die sich auf eine Gruppe 
beziehen, von besonderer Wichtigkeit, die grössten Untergruppen zu 
finden. Dieses Problem hat er für die allgemeine projective Gruppe 
in n Veränderlichen erledigt*). In seinem Seminar stellte mir Herr 


*) Unter Lie’s älteren Arbeiten über Transformationsgruppen möge hier 
besonders auf die folgenden verwiesen werden: Göttinger Nachr. December 1874; 
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Professor Lie dasselbe Problem für diejenige projective Gruppe im 
n-fach ausgedehnten Raume, welche eine Gleichung zweiten Grades 
mit nicht verschwindender Determinante invariant lässt. Dabei äusserte 
derselbe, dass die betreffenden Untergruppen sich wahrscheinlich 
definiren liessen als die grössten Untergruppen, welche eine gewisse 
ebene Mannigfaltigkeit resp. einen Punkt invariant lassen. 


81. 
Vorbereitung zur Lösung des Problems. 


Es ist bekannt, dass im n-fach ausgedehnten Raume, im R,, 
jede Fläche zweiten Grades mit nicht verschwindender Determinante, 
n(n-+1) ; 

M,_ı, durch © ° projective Transformationen dieses R, in sich 
übergeführt wird.*) Ist n eine gerade Zahl, so haben wir zwei 

n(n-+1) 

discrete Schaaren von oo ” projeetiven Transformationen, von denen 
die eine Schaar für sich eine endliche continuirliche Gruppe bildet 


und von Be unabhängigen infinitesimalen projectiven Transforma- 


tionen erzeugt wird; die andere Schaar dagegen besteht aus allen 
projectiven Transformationen, welche die beiden Schaaren von grössten 


ebenen Mannigfaltigkeiten auf der M,_, mit einander vertauschen, und 

bildet keine Gruppe für sich allein. Ist n eine ungerade Zahl, so 
n(n+1) 

haben wir nur eine Schaar von oo ° projectiven Transformationen, 

entsprechend dem Umstande, dass es nur eine Schaar von grössten 


ebenen Mannigfaltigkeiten auf der M;,} giebt, und diese eine Schaar 


% 


bildet eine endliche eontinuirliche Gruppe, welche von Er unab- 


hängigen infinitesimalen projectiven Transformationen erzeugt wird. 


Um nun die von a! unabhängigen infinitesimalen projectiven 


Transformationen erzeugte Gruppe der F, im R, zu untersuchen, ist 

es erforderlich, dieselbe in möglichst einfacher Form aufzustellen. Es 
n (n--3) 

giebt o ” F,im R„; jeder derselben gehört eine Gruppe von in- 


Archiv for Mathematik og Naturvidenskab 1876-79; Math. Ann. Bd. XVI, 1879. 
Eine systematische Darstellung dieser Untersuchungen findet sich in dem soeben 
erschienenen Werke: Sophus Lie, Theorie der Transformationsgruppen, Erster 
Abschnitt, unter Mitwirkung von Dr, Friedrich Engel bearbeitet, Leipzig 1888, 

*) Cayley und Hermite haben bekanntlich die endlichen projectiven 
Transformationen einer Fläche zweiten Grades im n-fach ausgedehnten Raume 
auf sehr einfache Form gebracht. In dieser Arbeit werden wir durchgängig mit 
infinitesimalen Transformationen rechnen. 


1*# 
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finitesimalen Transformationen zu. Da jede F, mit nicht verschwin- 
dender Determinante durch projective Transformation in jede andere 
übergeführt werden kann, so müssen alle diese Gruppen gleichzusam- 
mengesetzt sein. Wenn wir also gewisse Untergruppen der endlichen 
continuirlichen projectiven Gruppe einer einzigen solchen F, kennen, 
so können wir auch ohne Weiteres die entsprechenden Untergruppen 
der Gruppen von allen anderen 7, mit nicht verschwindender Deter- 
minante aufstellen. Wir können also als F, die Kugel um den 
Coordinatenanfangspunkt: 

(1) Tl 0 u 

annehmen und die allgemeine infinitesimale projective Transformation 


bestimmen, welche diese Kugel in sich überführt. 
Zu diesem Zwecke führen wir die allgemeine projective infinitesi- 


male Transformation (r = ni IR 
(2) > ai Ppi + D: > G,nKi Pr rt > bias 2) 2,9; 
1 1 1 1 1 


auf (1) aus und erhalten: 


n n N n n 
1 1 1 1 1 


oder wegen (1): 


Dia; %; + DD A;,uKCi%y +2 b;; — a 
1 1 1 1 
Diese Gleichung muss vermöge (1) identisch erfüllt werden, wenn 
(1) die Transformation (2) gestatten soll. Das ist aber nur möglich, 
wenn: 
4; b;=(, dr + Kid. 


Demgemäss erhalten wir die folgenden U EN gliedrige Gruppe: 


N 


(3) LP — %uPi, Pi 2 2} LP; 


1 


(,a = +9) 


Man überzeugt sich leicht, dass diese infinitesimalen projeetiven 
Transformationen wirklich eine Gruppe erzeugen und die Kugel (1) 
invariant lassen. 

Es giebt nun verschiedene Wege, um das Problem, die grössten 
Untergruppen der Gruppe (3) zu bestimmen, zu lösen, und zwar 
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können wir entweder die Gruppe (3) selbst oder eine mit derselben 
gleich zusammengesetzte Gruppe untersuchen und dann die Resultate auf 
die Gruppe (3) übertragen. 

Solche isomorphe Gruppen sind bekanntlich die allgemeine con- 
forme Gruppe im R,-ı und die Gruppe aller Rotationen um einen 
Punkt im R,Hı. 

Es zeigt sich, dass die Untersuchung der allgemeinen conformen 
Gruppe erst den Weg zur directen Untersuchung der Gruppe der F‘, 
vorzeichnet. Deshalb wollen wir uns zuerst mit der allgemeinen con- 
formen Gruppe beschäftigen. 

Es ist bekannt, dass die continuirliche Gruppe von projectiven 
Transformationen, welche die Kugel im AR, invariant lässt, durch 
stereographische Projection in die, nicht projective, allgemeine conforme 
Gruppe des R„_ı übergeht. *) 

Sei nämlich x, = — 1 die Gleichung des ebenen R,_ı, so ist die 
stereographische Projection gegeben durch: 


“ n—1 14% n—1l 

; 8 

a7 J LEE N ED 

# E 1—x,’ > ‘ 1—x,’ 25: Tune 1—%, 
1 1 


Demnach ist: 


92,1—a,) R,d%, 
ae), 


0%; = 2 
und es ergiebt sich: 


NET ’ ’ 
LP KuPi — U Pa — Kxfi; 


n—1 n—1 
’ 1 , 3 r ’ - , [4 
a rat Day p; -( 2: il) 
1 


1 


N | n—1 n—1 
> T ’ | 2 Y 
M—% IM ZZ pi 4128 XP; — ( 3% a’) 
1 
n n—1 


R er & [4 ’ 
Pr %n >; %PMZ=,//HP; 


ii 1 
(al Zn), 


Die so erhaltene Gruppe können wir offenbar in der folgenden 
Form schreiben: 


*) Vergl. Felix Klein „Ueber Liniengeometrie und metrische Geometrie‘ 
Math. Ann. Bd. V (1871), cf. insbesondere den Satz pag. 267: ne Gesammtheit 
der linearen Transformationen des R,, welche die gegebene MER in sich über- 
führen, entspricht im R,_, ein Transformationencyklus, der sich aus dessen Be- 
wegungen, den Aehnlichkeitstransformationen und den Transformationen durch 
reciproke Radien zusammensetzt,“ 
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Pi, KiPa T %uPi: Be: %p, 2 > LES ( 
1 1 


((,‚e=1,2,:..-,n) 


n 
>) 2 
0% L 


1 


(4) 


)r|. 


Dies ist wirklich die allgemeine conforme Gruppe des R„, wie wir 
zeigen wollen. 

Die allgemeine conforme Gruppe öder die Gruppe der reciproken 
Radien wird gebildet aus allen Translationen, Rotationen und der 
Aehnlichkeitstransformation (im engeren Sinne), sowie aus denjenigen 
Transformationen, welche aus den Translationen durch Transformation 
der reciproken Radien hervorgehen und welche wir als Oörculationen 
durch Origo bezeichnen wollen. Bei den letzteren bewegt sich nämlich 
jeder Punkt des R,„ auf einem Kreise, welcher durch Origo geht, d.h. 
die Bahncurven einer Oirculation sind Kreise durch Origo. In der 
That, die Bahncurven einer Translation sind alle geraden Linien, 
welche einer bestimmten geraden Linie durch Origo parallel laufen. 
Diese Bahneurven gehen durch Transformation der reciproken Radien 
in sich in Origo berührende Kreise über; unter diesen Kreisen ist die 
durch die betreffende Translation bestimmte gerade Linie durch Origo 
mitzurechnen. Also ist jede Circulation durch Origo durch eine be- 
stimmte gerade Linie durch Origo festgelegt, ebenso wie jede Trans- 
lation. 

In der That werden die Translationen durch die p;, die Rotationen 
durch die 9, — x,p; und die Aehnlichkeitstransformation durch 


>, %;p, repräsentirt, und es ist nur noch zu zeigen, dass die Cireu- 
d 
lationen durch die 


2 > 9; — ( >> ) Pi 
il 1 


repräsentirt werden. Führen wir nun auf die p, die Transformation 


& 
der reciproken Radien 2x =——— aus, so ergiebt sich: 


m? 
1 
N N 
H PEN . \ a 
ÖX, 2 R? — 2, >; 2,0%, 
1 1 


do, = 


also, da 
ol, dm =0 (ai): 
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Ö [4 1 20,2 = 4) , 
N = mu = sar 2 L — 2%; y 
2 H 2 A: 

2, (3 ) 
1 
22,% 
[4 1 2 B 


so dass wirklich die Circulationen die Form haben: 


2a, D) GP; — (3 s) pi» 
1 1 


Wir führen der Kürze wegen die folgenden Bezeichnungen ein: 
PP =p, Rr= 0m —- up, 8 = 7 %D, 


1 


(0; = 2, > %P; — (2 2) m 
1 1 


Setzen wir fest, das 5,=0 füri+x, dagegen &;=]1 sein 
soll, so erhalten wir durch paarweise Combination der infinitesimalen 
Transformationen: 


Le; Bux, 9, Ö; 
die folgenden Relationen *): 


(P,P,) =0 (C, 0) = 0 

Kir, R,x) = &j DB Tr &,u PD; (O;, AR, .) ER (, — €i,x Ü; 
6) rsa Se (GI) =—-6; 

(P,0) =2(Ru:t8&,rP) 

(RS) —0 


(Bier; Dur) = &,n ur — E49 R;u me Erle, v — Eulen» 


Wir erkennen, dass diese kelationen sich nicht ändern, wenn 
wir — 0,, R,», — 8, P; mit bez. P;, R;», 8, — CO; vertauschen. Das 
ist nichts Auffälliges, denn durch Transformation der reciproken 
Radien geht ja P; in — C, R,„ in Ri», S in — S über: zwei 


*) Die Formeln (5) finden sich in einer Abhandlung von Lie im norwegischen 
Archiv, Bd. 10, 1885, in welcher überhaupt Untersuchungen über die conforme 
Gruppe, wie auch über die Gruppe einer Fläche zweiten Grades im n-fach aus- 
gedehnten Raume angestellt werden. Lie bezeichnet R,, mit S,, $ mit U, 
C, mit V,. " 
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Gruppen aber, die durch Transformation in einander übergehen, 
müssen gleichzusammengesetzt sein. 

Im Folgenden betrachten wir Untergruppen, welche durch Ver- 
tauschung von — O;, Rı., — S, P; mit bez. P;, Ri, SS, — G; in 
einander übergehen, als gleichberechtigt, denn dieselben werden durch 
eine Transformation der Gruppe in einander übergeführt. 

Die allgemeine conforme Gruppe enthält: 


REDE 1 SCREEN: 


unabhängige infinitesimale Transformationen und zwar n unabhängige 
infinitesimale Transformationen Ote Ordnung (z. B. alle Translationen), 


u + 1 von 1!® Ordnung (z. B. die Rotationen und die Aehnlich- 


keitstransformation) und » von 2° Ordnung (die Circulationen). 

Aus den Relationen (5) ergiebt sich nun ohne Weiteres, dass die 
P;, R;,.„ und 8 eine (N—n)-gliedrige Untergruppe, die Gruppe aller 
Aehnlichkeitstransformationen, erzeugen. 

Wir wollen daher zuerst nach allen (N —n)-gliedrigen Untergruppen 
der allgemeinen conformen Gruppe fragen. Es würd sich zeigen, dass 
wir damit zugleich alle Fälle erhalten, in denen es Untergruppen mit 
mehr als N — n Parametern giebt. 

Wir werden zunächst zeigen, dass wir immer annehmen können, 


dass gewisse Translationen I 4;P;, die wir als gegeben annehmen, 
1 
in den gesuchten (N—.n)-gliedrigen Untergruppen vorkommen. 

Wir weisen nämlich nach, dass alle (N—n)-gliedrigen Unter- 
gruppen, welche keine In tasirhnle Translation enthalten, mit der 
Gruppe der P;, R,., © gleichberechtigt sind.*) 

Nach dem bekannten Satze: 

Enthält eine (r — m)-gliedrige Untergruppe der r-gliedrigen Gruppe 
Xıf, Kf, - - -, Xrf keime infinitesimale Transformation von der Form 


2 


so enthält sie r — m unabhängige infinitesimale Transformationen von 
der Form: 


Kuft2rg,%f G-12%...,r—m) 
1 
enthält eine (N —n)-gliedrige Untergruppe, in der keine infinitesimale 


*) Wir verfahren dabei ganz analog wie Lie bei seiner Bestimmung der 
grössten Untergruppen der allgemeinen projectiven Gruppe. 
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n 


Translation >; a;p; vorhanden ist, sicher eine infinitesimale Trans- 
1 
formation von der Form: 


v7 n N 
Diayp; re Dia;p; = 5a, — 4,)9; 
au 1 1 


und ebenso giebt es für jeden Werth von # und « eine infinitesimale 
Transformation von der Form: 


(2; — 4)Pr — (u — a) pi + bin Pr- 
il 


Durch Combination dieser beiden infinitesimalen Transformationen 
ergiebt sich aber: 


n 
— binjdi 
1 
und da unsere Untergruppe keine infinitesimale Translation enthalten 
soll, so müssen alle b,.; verschwinden. 
Endlich muss die Untergruppe noch » infinitesimale Transforma- 
tionen von der Form: 


N 
G + 65 P; 
3! 


oder, was auf dasselbe hinauskommt, von der Form: 


(6) 2 —a;) Dia — a;)P; — (3 (2; — o)) pi + dp 


enthalten, denn es ist: 


2 (8 — > (%— 4); — (3 (%; — or) Di 


1 


- (20: —2, —2 a, + 2a;,4,) pP; — (3 2° —20,%-4 ) pi 
1 1 


( n 


20 2) XP; — (3 ) 2 > (3 —ay)P; 
1 1 1 


+2 a1; — a) — (&— a) D}} 


+2 ud) 7 (3 0) Pi. 
1 


Bi 


| 
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N 
Combiniren wir nun (6) mit >, (2; — a,)p;, so erhalten wir die in- 
1 


finitesimale Transformation: 


2 (© — 4) > (2; — a;)p; — (> (— 2 Di =. üßin 
1 1 1 


sodass wegen (6) folgt: 
0: 
Wir erhalten demnach die folgenden infinitesimalen Transforma- 
tionen, welche eine (N—.n)-gliedrige Untergruppe erzeugen: 


(di 0) = (u = .a,)P:, > (%—0,)9;, 
1 


2 (0; — 4) > (4 —4)9— (3 (2; — 2 Pi 


Durch paarweise Combination dieser infinitesimalen Transforma- 
tionen überzeugt man sich leicht, dass dieselben auch wirklich eine 
Gruppe erzeugen. Diese Gruppe lässt den Punkt &; = a, (j=1,2,...,n) 
invariant. Für a,= O0 erhalten wir die Gruppe der R,,, 8, C;, welche 
den Anfangspunkt in Ruhe lässt. Die erhaltenen Gruppen sind also 
mit der Gruppe der P;, Ri», © gleichberechtigt, q. e. d. 

Resultat: Jede (N —n)-gliedrige Untergruppe der allgemeinen 
conformen Gruppe des R„, in welcher keine infinitesimale Translation 
vorkommt, besteht aus allen infinitesimalen Transformationen der con- 
formen Gruppe, welche einen im Endlichen gelegenen Punkt invariant 
lassen und ist daher mit der Gruppe aller Aehnlichkeitstransformationen 
gleichberechtigt. 

Wir haben demnach nur noch alle Typen von (N —n)-gliedrigen 
Untergruppen zu bestimmen, von denen wir gewisse darin enthaltene 
Translationen als bekannt voraussetzen. 

Von vornherein können wir den Fall ausschliessen, dass alle 
Translationen vorkommen, denn dann wären entweder keine Circula- 
tionen durch Origo vorhanden, in welchem Falle wir die schon be- 
kannte Gruppe aller Aehnlichkeitstransformationen erhielten, oder es 
könnten nicht alle Cireulationen durch Origo vorkommen, weil dann 
auch alle R,, und 5 vorkommen müssten. Die Untergruppen aber, 
welche gewisse Circulationen enthalten, sind in ihrer Gesammtheit 
offenbar gleichberechtigt mit der Gesammtheit .der Untergruppen, 
welche gewisse Translationen enthalten. 
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In den zu suchenden Untergruppen können also 1,2,...,n —1 
unabhängige infinitesimale Translationen vorhanden sein und diese 
bilden immer eine Gruppe. Da die Bahncurven einer bestimmten 
Translation alle parallele gerade Linien sind, welche nach einem be- 
stimmten Punkte der unendlich fernen ebenen M,„-ı gerichtet sind, 
so können wir uns jede Translation durch einen Punkt im unendlich 
Fernen repräsentirt denken. Eine Gruppe von m unabhängigen infini- 
tesimalen Translationen wird dann durch eine ebene M„-.ı der unendlich 
fernen ebenen M„_ı repräsentirt. 

Nun wissen wir aber, dass zwei Translationen innerhalb der 
Gruppe der Aehnlichkeitstransformationen im Allgemeinen nicht mit 
einander gleichberechtigt sind; denn wäre dies der Fall, so müsste, 
da jede Translation durch einen Punkt der unendlich fernen ebenen 
M,„-ı bestimmt ist, jeder Punkt dieser M,_ı durch Rotation in jeden 
anderen Punkt derselben übergeführt werden können. Die Gruppe der 
Rotationen lässt aber die Nullkugel, Null-M?_,, invariant. Daher sind 
auch im Allgemeinen zwei m-gliedrige Gruppen von Translationen 
nicht mit einander gleichberechtigt. 

In Folge dessen sind wir genöthigt, bei der Bestimmung der 
grössten Untergruppen der allgemeinen conformen Gruppe einen wesent- 
lich anderen Weg einzuschlagen, als bei Lie’s Bestimmung der grössten 
Untergruppen der allgemeinen projectiven Gruppe*). Bei der letzteren 
Gruppe stützt sich nämlich die Bestimmung der grössten Untergruppen 
auf den Satz, dass irgend zwei Translationen innerhalb der Gruppe 
taste: sind. 

Zwei Translationen sind innerhalb der allgemeinen conformen 
Gruppe nur dann mit einander gleichberechtigt, entweder, wenn beide 
durch Punkte der unendlich fernen ebenen M,-ı, welöhe nicht auf 
der Null-M ? , liegen, oder beide durch Punkte, welche auf der Null- 
M? , liegen, repräsentirt werden. Zum Beispiel wird p, repräsentirt 
durch einen Punkt, welcher nicht auf der Null-M ? , liegt, denn die 
Bahncurven von p, sind gegeben durch: 


da; dm __ IR, 


1 0 I ER 
woraus sich durch Integration als Bahncurven ergeben: 
Ko 0, U le En In» 
Andererseits wird p, + ip, repräsentirt durch einen Punkt, welcher 
auf der Null-M ?, liegt, denn die Bahncurven von p, + ip; sind 
gegeben durch: 


*) Vergl. Math. Ann, Bd. XXV, Theorie der Transformationsgruppen, 
Leipzig 1888, pag. 569. 
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oder durch: 

ti = 6, = l,..., Fin ln 
und das System von Gleichungen: 

De 
erfüllt wirklich die Gleichung: 


a 
welche die Kegel-M?_,vom Anfangspunkt nach der Null-M ? , darstellt. 
Denken wir uns jetzt m unabh. infinitesimale Translationen ge- 
geben, so werden dieselben durch eine ebene M,„_ı der unendlich 
fernen ebenen M,„-ı repräsentirt. Diese ebene M,„_ı schneidet die 
Null-M? , nach einer M? ,. 
Wir erkennen ohne Weiteres, dass zwei m-gliedrige Gruppen von 
Translationen nur dann mit einander gleichberechtigt innerhalb der 
allgemeinen conformen Gruppe sein können, wenn die zugehörigen 
M?_,von derselben Species sind, d. h. wenn sie entweder beide 
allgemeine M 2 , oder beide in gleicher Weise ausgeartete M,?_, sind. 
Daher ist es nöthig, auf die Ausführungen von Segre*) ein- 
zugehen. Nach Segre ist eine ebene M„-ı eine Tangential-M„-ı 
der Null-M 2, von der Species « -+ 1, wenn die Schnitt-M ? , mit 
der Null-M? , (a-+-1)-mal specialisirt ist, d. h. wenn dieselbe eine 
ebene M,„ von Doppelpunkten besitzt. Insbesondere ist eine ebene 
M„-ı eine gewöhnliche Tangential- M„-ı, wenn die Schnitt-M ? , 
einmal specialisirt ist, d. h. einen einzigen Doppelpunkt besitzt. 
Segre zeigt nun, wie man entscheidet, von welcher Species als 
Tangential-M„_ı einer F, eine vorgelegte ebene M„-ı ist, wenn die 
F, im R,„-ı in n homogenen Coordinaten vorgelegt ist: 


(7) p(z) = S1S} Ii,2Ku = 0. 
1 I 


Er nimmt an, die M„-ı sei durch m bekannte Punkte 
Ve a) 
gegeben. Die Schnitt-M,? , hat dann, wenn wir mit 
M 
nz ih) Bla) 
1 
einen allgemeinen Punkt der M„-ı bezeichnen, in den Variabeln A 
die Gleichung: 
*) Vergl. Corrado Segre ‚Studio sulle quadriche in uno spazio lineare 


ad un numero qualunque di dimensioni“ nelle Memorie della R. Accad. delle 
Scienze di Torino, Serie seconda, t. 36, 1885, pag. 22—38. 
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ph, + RX” +... +2,29) = 0, 
oder wenn wir einführen: 


(Ta) (a0, a) = Di Dr a;,. 2009 
1 1 
die Gleichung: 


>>> PRO, 29). Ar, = 0. 
1 1 


Die Determinante dieser Schnitt- M,? > ist offenbar die folgende: 


(X, ©), ga, 2"), +, p(a, am) 
8) p(x”, 20); p(w”, 2), es , px”, am) 


pc), ©); op am 2); ... plc, am) 


Wenn num diese Determinante, sowie alle Unterdeterminanten bis 
zur Ordnung m — a verschwinden, so ist dies die nothwendige und 
hinreichende Bedingung dafür, dass die ebene M„-ı eine Tangential- 
M„-ı von den Species a +1 der Fläche (x) =0 darstellt. 

Wir kehren jetzt zu unserer Aufgabe zurück. Wir setzen voraus, 
dass die zu suchenden (N — n)-gliedrigen Untergruppen die folgenden 
n — v — u unabhängigen infinitesimalen Translationen und nur diese 
enthalten (u und v seien beliebige ganze Zahlen, welche nur die Be- 
dingung n— v— u>0 zu erfüllen haben): 


(9) IB + ?Pr+23 2r43 4 WPrtt, +: Prtau-ı t Prteu, 
Pr+2u+1l, Prt2u425 + Pr 

Wir wollen zeigen, dass wir damit alle einzelnen Fälle behandeln. 

Die Translationen (9) werden durch eine ebene M„_,_„—ı der un- 
endlich fernen ebenen M,„_ı repräsentirt, welche bestimmt wird durch: 
(10) 2 ll N en Ss 

Ly-+3 + VD, 4 == Ö, 0 Ivan - DR gu —(). 

2. B. wird 941 + ©p,ı12 repräsentirt durch einen Punkt « der 
erwähnten ebenen M,„,_„-ı, welcher bestimmt ist durch: 
(11) 2. == 0, Ra ae Ds = 0, Dat —- vXy+2 == 07 Ky+3 === 0, oo. DE —= () 

Ferner ist: 
(12) PER tat. +0. 
die Gleichung, welche die Null- M,? , (als Schnitt der unendlich fernen 
Ebene mit p(z) =0) repräsentirt. Diese Gleichung ist homogen in 
%y..,%. Es ist also z. B. wegen (11): 

Pla, ©) = ar + Üdere. 
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Man erkennt leicht, dass sich in unserem Falle die Determinante 
(8) auf die folgende reducirt: | 


0.20.2200 0 ie 
020: ...00 ) ) 
0..0.:.2,.2020 0 N) 

(15) 02.0 0 Krtourı 0 0 
00 00 Crteut2 0 
0.0 ERS 0 0 
0 Ö Re 


In dieser Determinante verschwinden alle Unterdeterminanten bis 
zur Ordnung n — v — 2u + 1, während nicht alle von der Ordnung 
n — v — 2u verschwinden. Es ist also: 

m—=n—-v—-u; m—a=n—v—2u-+]l; 
folglich ergiebt sich: 
a=u—], 
ürh,: 

Die Translationen (9) werden durch eine ebene M„_,-„-ı der un- 
endlich fernen ebenen M,„-ı repräsentirt, welche eine Tangential- M»—- u-ı 
von der Species u der Null-M ?, ist, d. h. die ebene M„—,-u-ı hat 
eine ebene M,„_ı mit der Null- M,? , gemein. 


Dieses Resultat zeigt uns, dass wir unter der Voraussetzung (9) 


wirklich alle Fälle behandeln, denn u kann höchstens gleich 5 oder 


n—]1 
2 
sind die ebenen 


gleich 


sein, jenachdem » gerade oder ungerade, und wirklich 


N 


2 2 


3 Tesp. AD, 


die grössten ebenen Mannigfaltigkeiten auf der Null-M?,. Die Aus- 
drücke (9) geben uns also immer an, welche Fälle vorkommen können, 
z. B. zeigen sie uns ohne Weiteres, welches die grössten linearen 
Mannigfaltigkeiten auf der Null-M ?, im R, resp. auf irgend einer F', 
im R, sind. Nämlich: p, + 895, Ps + ip, 25 + ip, sagt uns, dass u 
höchstens gleich 3 ist, dass also die gewöhnlichen Ebenen die grössten 
ebenen Mannigfaltigkeiten sind. 

Wir haben bisher stillschweigend angenommen, dass zwei ebene 
M,—,-u—ı, welche die Null-M,? nach M, a von derselben Species 
u schneiden, innerhalb der allgemeinen conformen Gruppe immer 
gleichberechtigte Gruppen von Translationen repräsentiren. Wäre dies 
nicht der Fall, so würden wir unter der Voraussetzung (9) nicht alle 
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Typen von (N — n)-gliedrigen Untergruppen der conformen Gruppe 
erhalten. 

Um nun nachzuweisen, dass dies wirklich der Fall, verfahren wir 
in folgender Weise: 

1) Wir suchen die Anzahl © von unabhängigen infinitesimalen 


N n 
Rotationen > >: Qi,» Ri,„, welche eine unendlich ferne ebene M„_,_u-—ı 


in ee er ae sn die ebene M„_»—„-ı bei Ausführung aller 
n (n—1) n(n—1) 

oo ” Rotationen in oo oder sagen wir lieber in oo“ ver- 

schiedene ebene M,„_,_„-ı über, deren Inbegriff gegenüber allen Rota- 

tionen invariant bleibt. 

2) Andererseits suchen wir die Anzahl o0* der ebenen M,—,-.u—ı 
von derselben Species u, welche im Unendlichfernen liegen. 

Ergiebt sich dann s, = s,, so ist der Nachweis geführt. 

1) Im ersteren Theile der Untersuchung können wir die ebene 
M,„_,—u—ı des Unendlichfernen durch die ebene M„_,_. ersetzen, welche 
durch erstere und durch den Üoordinatenanfangspunkt geht, denn 
irgend eine Rotation lässt entweder beide invariant oder beide nicht 
invariant. Die Gleichungen der ebenen M„,-u Seien: 

(14) na=0, ua ti, 0, 
were 12,2... 0, el, 2, 2er, 

Führen wir nun auf diese Gleichungen die allgemeine infinitesimale 
Rotation: 


(15) Nun, — %Di) (WO Gr = — An, 


al a 
aus, so erhalten wir die folgenden beiden Gleichungen: 
n n 
22% (u — 4, dm, ) wage 0, 
1 


_ u o(x ; ; £ OR, 1 FIR 105 
Di Da, (e ent te al) — 1, ( ra = 2) zo 
1 1 x v 


oder: 


—— —g 


N KL) 


> 1.0 — Me NV, 


1 1 


N 
>; (Av 425-1 + 30,429) & — >: (@,+23—1,” 4 iMr425,%) % = 0 
1 


oder: 


n N 
>; =), >: (A;,»427-1 + 8d,,,42,) =. 
1 1 
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Soll (14) die Transformation (15) gestatten, so müssen daher die 
folgenden Bedingungen erfüllt werden ((=v-+2u-+1, v+2u-+2,.-,N): 


4,0 = 0 an Zahl: v(n — v — 2u) 
a7, 3-1 + va, van Ta 0) resp... vu 
Array tan Fin r2 5,7430, late 1,9421 125 —1,v42%) 
A) PEN 
resp.: — „—— unabhängige 


Relationen, die von den Parametern a,, erfüllt werden müssen. 
Daher ergiebt sich: 


sera vr — 2) tun vr —2W)+r: u + te 
= (u +) nr) #eED. 


2) Im R,„ giebt es oomtl)(®=-m) ebene M,„, also in der unendlich 
fernen ebenen M,„.ı mtl) mD) ebene M„. Eine ebene M, 1 


schneidet die Null-M,s nach einer M,_s ‚ welche durch (u en 


Punkte bestimmt ist, Soll die M,_ı auf der Null-M,”s liegen, so 
muss die M„-ı noch einen weiteren Punkt der Null-M,_s, welcher 


nicht auf der Null- M,_s liegt, enthalten. Damit also eine ebene M,_ı 


5 A 5 (m--1) (na—m—1) — ei 
Bedingungen erfüllt werden. Daher giebt es & 2 


ebene M,„ von der Species u in Bezug auf die Null-M,.>*). Wir 


(“-+1) 
(nr) +) — TI 
erhalten also: oo» — oo 2 ebene : UM, ,_ u. ı mu 


unendlich fernen ebenen M,„-ı. Mithin ist wirklich, , = %, 4. e.d. 

Man könnte nun den Einwand erheben, dass es eine Anzahl von 
discreten continuirlichen Schaaren von ebenen M,„-,_u-ı auf der Null- 
M,-. geben könnte und dass in Folge dessen der verlangte Beweis 
nicht erbracht wäre. Es ist aber bekannt, dass nur die grössten 
ebenen Mannigfaltigkeiten auf der Null-M,s im R,, wo n eine 
gerade Zahl, also die ebenen M„-ı, zwei discrete Schaaren bilden. 
Es ist leicht einzusehen, dass die diesen beiden discreten Schaaren 
entsprechenden Untergruppen nicht wesentlich von einander ver- 
schieden sind. 

Wir wollen nur noch darauf hinweisen, dass wir durch den obigen 
Beweis zugleich bewiesen haben, dass zwei ebene Tangential- Mannig- 
faltigkeiten von derselben Species in Bezug auf eine F, im R„ immer 


*) Vergl. Segre Il. c. 
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durch eine projectwe Transformation in einander übergeführt werden 
können. Die F, sei die Kugel 2°? ---+#%,,=1. Dutch stereo- 
graphische Projection geht eine ebene M,„_,_. von der Species u +1 
in Bezug auf die Kugel des R,+ı in eine unendlich ferne ebene 
M,„-,-u-ı des R, von der Species u in Bezug auf die Null- M}_s über 
und es entspricht jeder ebenen M„_,-„ durch eine der unendlich fernen 
M,„-,-„-ı des R„ eine bestimmte M„_,_„ des R„+ı von der Species 
w-+1. Es ist klar, dass die M„_,_„ des R,+ı durch die allgemeine 
projective Gruppe des R,„+ı in derselben Weise vertauscht werden wie 
die erwähnten M,„_,_. des R, durch die allgemeine Gruppe von Rota- 
tionen um einen festen Punkt. Jede ebene M„_,_„ durch eine un- 
endlich ferne ebene M,„_,_„—ı kann aber in jede andere solche M„_,-u 
durch die conforme Gruppe übergeführt werden, wie wir zeigen wollen. 
Die ebene M„_,_.:%=0, &,42j-1 + i%,42; = 0 wird nämlich durch die 
v-+-u unabhängigen infinitesimalen Translationen pP, Pr+425—ı + Pr+3; 
in andere M,„_,_, übergeführt, welche durch dieselbe unendlich ferne 
M,„-„—ı gehen. In der That giebt es oo”t“ ebene M,„-,_„ durch 
eine M„_s—u_ı im R„ und nicht mehr; dieselben können also wirklich 
in einander übergeführt werden. Damit ist aber unsere obige Be- 
hauptung erwiesen. 


82, 
Bestimmung der grössten Untergruppen der allgemeinen conformen 
Gruppe. 


Im vorigen Abschnitt haben wir endgiltig gezeigt, dass wir unter 
der Voraussetzung (9) alle Typen von (N — n)-gliedrigen Untergruppen 
erhalten, welche nicht mit der Gruppe der Aehnlichkeitstransformationen 
gleichberechtigt sind. 


Wir nehmen also an, die zu suchenden (N — n)-gliedrigen Unter- 
gruppen enthalten die folgenden n — v — u unabhängigen infinitesimalen 
Translationen: 


17) Pay +?Ppe, RB G=lh „u o=rv+2u-+l,:.-,n) 
während keine der Translationen : 

P:, P,u43j-1, P,42; (A ge 1, ei} v) 
vorkommen soll. 


Wir können also annehmen, in den gesuchten Untergruppen seien 
keine infinitesimalen Translationen von der folgenden Form vorhanden: 


v [2 
(18) >: ah + &,42j—1 Py1aj-ı . 
1 1 


DD 
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Wir verfahren nun in folgender Weise: 
Einerseits suchen wir die Anzahl derjenigen unabhängigen infini- 
tesimalen 'Transformationen: | 


(19) > I Gr Bir + 15 Pı+ > &,1937-1 Dy42ji, 


welche durch Combination mit den Translationen (17) keine Trans- 
lationen von der Form (18) ergeben. Da die Translationen mit ein- 
ander vertauschbar sind, suchen wir also die Anzahl derjenigen unab- 
hängigen infinitesimalen Rotationen R;,, die in den gesuchten Unter- 
gruppen vorkommen dürfen; dieselbe sei gleich o. 

Andererseits suchen wir die Anzahl derjenigen unabhängigen 
infinitesimalen Transformationen (19), welche in den gesuchten Unter- 
gruppen vorkommen müssen; dieselbe sei gleich r. 

Es ist einleuchtend, dass wir nur dann Untergruppen der verlangten 
Art erhalten, wenn 6 >r. Die Fälle, in denen 6 < r, sind also ohne 
Weiteres auszuschliessen. Es zeigt sich, dass dann nur einige wenige 
Fälle übrig bleiben. 

Wir suchen zunächst die Anzahl 6 der möglichen Rotationen. 


Durch Combination von > > dia Rix (di, = — Qu,,) mit den 
1 1 
Translationen (17) erhalten wir die folgenden Relationen: 


(8 u. u) FaueP, -— S P;=—2 Sa 
1 


1 


(? v+2j— ı + Pia, > Su > > (,v123— ıtia,,ı2,) P 


Da nun nach Voraussetzung keine infinitesimalen Translationen 
von der Form (18) vorkommen dürfen, so ergeben sich hieraus für 
die a;,„ die Bedingungsgleichungen (16) (vergl. pag. 16): 


Mo 0 an Zahl: v(n — v — 2u) 
A,135-1,0 4 %%42,,0 — 0 resp.: u(n — v — 2u) 
Q1,v195—1 + 72,122; = 0 resp.: vu 
A425, 0421 a4, 421,421 dMrt2y—1, 9424) 
resp.: eu I unabhängige 
Relationen. 


Das sind ım Ganzen: 


a ET DE a DE ee 


- 


Gruppentheorie für Gleichungen 2. Grades mit n Veränderlichen. 19 


unabhängige Relationen, die von den Parametern a,, erfüllt werden 
müssen. Also ergiebt sich: 


) HI - Wtnn rn + en. 


Wir wollen gleich die unabhängigen infinitesimalen Rotationen, 
welche vorkommen können, aufstellen. Dabei bereitet nur die letzte 
der Relationen (16) einige Schwierigkeiten. 

Bezeichnen wir: 


4 3 
A, —=1,2,.-.,v0; I =1,2,..,8; 
A, Ja 
0 
90: =r+t2u +1, v+2u +2, 
P; 
so erhalten wir etwa: 
( an Zahl: \ 
R,,., ee 
Dee ETW 2) en 201) 
(21) Ri,vt25-ı + Ü Rats; u-v 
Bo,»+25-1 4 % Ro, v+2; un — v — 2u) 
Bv+23-1,v42; A! 


Rot2j-1,,425,—1 4 i Ru42j;-1,»+25,| davon Ne un- 
(a : 
Ryısj,, v425.—1 + iRytaj,, v+2ja abhängige. 
Wir könnten die letzteren u(w — 1) Rotationen (21a) auch so 


schreiben: 
unabhängige an Zahl: 


u(u — 1) 


Brass put 0.5 
(w —1) 

R,+ej.- 1, v+2jo—1 == R,+3;, Y+2 7. I , 
; (u — 1) 

Ry43,,—1, +25—1 ar ® Ry42j.-1, v-+2J2 ro Tage 


Wir erkennen aber, dass es nicht möglich ist, von den letzteren 
nur die unabhängigen infinitesimalen Rotationen allgemein hinzu- 
schreiben, dass dies vielmehr nur in jedem einzelnen Falle möglich 
ist. Wenn wir daher im Folgenden die w(uw — 1) Rotationen (21a) 
schreiben, so müssen wir uns immer erinnern, dass davon nur 


3u(u — 1) ER b 
—— 5 — unabhängig sind. 
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2. 
Pat Ir il, 


lassen die folgenden Rotationen zu: 
Rz, Ra, Bis tiRa, Rutißa, Bis tiRın Rat iR 
Wegen: i 
(Bis + ERa) — (Rs tr iR) re t+ ih) = ill; + Rz) 
sind dies jedoch nur 5 unabhängige Rotationen. 
Man kann leicht verificiren, dass die Zahl der unabhängigen 
Rotationen (21) wirklich denselben Werth von 6 wie (20) ergiebt. 


Nach dem Vorhergehenden ist es klar, dass keine infinitesimale 
Rotation von der folgenden Form vorkommen darf: 


v n n u 
> h > ? Q,E Re ns > h 5 ; Og, vr25—4 Ro, vT2st 


1 vHuH v+2u1 1 


v [% 
2) = +2} »2 Q2,»+25—1 Pr,v42;—1 
1 1 


Mi [2 
— >) >} A+25—1, v425—1 RBor-z+2a—ı, »42,—1 
1 1 


In der That, es ist: 


v [2 
(Po, k) TEE 92; 02,0 P, +2 Oo, v+25—1 Purssı, 
1 1 
(Pr42j-ı nr ı Py42;; R) Se 


N v u 
— >: Oo, v+25—1 Po ac > Or,v+25—1 P, -h- 2 > +2 —1,r425—1 Pass 
1 ji 


v+2u-1 


Solche Translationen können aber nach Voraussetzung nicht vor- 
kommen. Daher ergiebt sich, wie man leicht einsieht, dass alle 
Coefficienten a in (22) verschwinden müssen, dass also wirklich keine 
Transformationen von der Form (22) vorkommen können. 

Dass die Aufstellung der Rotationen (21) richtig ist, erkennt man 
daraus, dass sich durch Combination der Translationen (17) mit den- 
selben immer wieder Translationen (17) ergeben. 

Man kann ferner leicht verificiren, dass die Rotationen (21) eine 
Gruppe erzeugen, was selbstverständlich ist. Wir erkennen also, dass 
wir zugleich mit der Bestimmung von Untergruppen der conformen 
Gruppe Untergruppen der isomorphen Gruppe der Rotationen er- 
halten. 
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Es ist nur noch hervorzuheben, dass in den zu suchenden Unter- 
gruppen zu jeder der Rotationen (21) als additive Glieder Translationen 
von der Form (18) hinzutreten. 

Nachdem wir nun o bestimmt haben, bleibt uns noch übrig, 
rt zu finden. 

Zu diesem Zwecke erinnern wir an den bekannten Lie’schen 


Satz*): 

Eine “ — m)-gliedrige Untergruppe der r-gliedrigen Gruppe 
Xıf, Kf, :*, Arf enthält mindestens q — m RT infini- 
tesimale en von der Form: 

af toBK ft tor: 
In unserem Falle st 9 =ev+tu-+ By m = n. Folglich 


erkennen wir ohne Weiteres, dass es in den gesuchten (N — n)- 
gliedrigen Untergruppen mindestens: 


(23) euer n 


unabhängige infinitesimale Transformationen von der Form (19): 


n n v u 
>; >> Ai, x I % -H >? &2 P:; — >; &y425—1 Pyr33-1 
1 1 . 1 


geben muss. 

Nach dem pag. 15 Gesagten erhalten wir nur dann Untergruppen 
der verlangten Art, wenn 6>r, wenn also: 

—1 1 —1 
tar) + > I Ho tan 
oder: 


(24) vtu—-l)(n—-v—u)< aus. 


Wir unterscheiden jetzt zwei Fälle: u=0 und u>0. 

I. =0. Nach (24) muss sein: 

v„—1))(n—v)<t0. 

Diese Bedingung wird nur durch v=0 oder v=1, n beliebig, 
erfüllt. Den Fall» —=0, u 0 haben wir aber von vornherein aus- 
geschlossen. Es bleibt also nur der eine Fall näher zu untersuchen: 
ml) in — 2) 

2 

I. «>0. Die Maximalzahl von v ist dann » — 2u, also 

muss sein: 


)v=1,u=0, n beliebig, = nr 


nN—V—UZU. 


*) Vergl. Theorie der Transformationsgruppen, Leipzig 1888. 
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Setzen wir dies in (24) ein, so muss um so mehr sein: 


+ Dust 


oder: | nn 
(25) oder: 2v<S3 — u. 


Daraus folgt nun ohne Weiteres, dass es für u > 5 keine Unter- 
gruppen der verlangten Art giebt. 

Wir haben demnach nur noch die folgenden 3 Fälle zu behandeln: 

a) u=1. Aus (25) folgt v=0 oder v—=1. Aus (24) folgt 
für v=0: n beliebig, für v—=1: n=1,2,3. Da immer v+2u<n 
sein muss, so kann n nur gleich 3 sein, wenn v=]1. Wir erhalten 
also nur die folgenden beiden Fälle: 


2) v=0, u=l, n behebig, go FIDRID LI cHl. 
3, ve el. ned, [1-2 et 


b) w=2. Aus (25) folgt v—=0 und aus (24) n<5. Wegen 
n>2u erhalten wir nur die folgenden beiden Fälle: 


4) v0, v2, n=4 o=-d5=r-Htl. 
Dry 0er zen d, delle 


c) w=3. Aus (25) folgt v—=0 und aus (24) 2(n —3)<6 
oder n<6. Wegen n>2u kommt aber nur der folgende Fall in 
Betracht: 

I Verde, eh, bar 

Wir haben demnach die Bestimmung aller (N — n)-gliedrigen 
Untergruppen der allgemeinen conformen Gruppe auf die Behandlung 
von 6 speciellen Fällen reducirt. 

Wir sehen, dass entweder 6=r ode o6=r-1 ist. 


In den Fällen, in welchen &o =r, giebt es keine Untergruppen 
mit mehr als N—n Parametern; denn gäbe es z.B. eine (N—n+1)- 
gliedrige Untergruppe in einem solchen Falle, so müssten 7-1 un- 
abhängige infinitesimale Transformationen von der Form (19) vor- 
kommen; die Zahl 6 bliebe aber dieselbe. Das giebt aber einen 
Widerspruch. Analog erhalten wir in den Fällen, in welchen 6=r-+J1, 
höchstens Untergruppen mit N — n 4 1 Parametern, aber keine 
grösseren. Es ist noch hervorzuheben, dass wir hier alle Typen von 
Untergruppen mit mehr als N —n Parametern erhalten, denn eine 
solche Untergruppe enthält sicher mindestens eine infinitesimale 
Translation. 

Aus unseren bisherigen Betrachtungen folgt also ohne Weiteres 
das T’heorem: 
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Die N-gliedrige allgemeine conforme Gruppe des R,„ enthält keine 
Untergruppen mit mehr als N—n- 1 Parametern. 
Wir wollen nun die 6 übrig gebliebenen Fälle einzeln untersuchen: 


Er (MN HETER I 


2 1 


1) v=1, u=0,.n beliebig, © 
Es kommen die folgenden infinitesimalen Translationen vor: 
P;, P;, rn 


Nach unseren allgemeinen Betrachtungen müssen dann auch die 
folgenden infinitesimalen Transformationen vorkommen: 


BR,» + a; 0 1,2.—m2,3,::,0, 
während keine von der folgenden Form vorhanden sein darf: 


n 
a P, + > 41, Rı,x- 
2 


Da dies gerade » unabhängige infinitesimale Transformationen 
sind, so müsste die gesuchte Untergruppe nach dem pag. 8 an- 
geführten Satze eine infinitesimale Transformation von der Form ent- 
halten: 


C, -H+ da; Bi + >> d1,x fü,x- 
2 


Dann müsste aber auch vorkommen: 


(> C ar aPı 47 >% A1,x Ru.) — 2 Rı2 — dı. Ir; 
2 
Da aber eine solche Transformation nicht vorkommen darf, so 
erhalten wir in diesem Falle keine Untergruppe der verlangten Art. 
2) v—=(0, ge —=1, n beliebig, a l=r-+1. 


Es kommen die folgenden infinitesimalen Translationen vor: 
Pi EP, "Pa, warn 
Wir haben zwei Fälle zu unterscheiden: 
a) n>2. Es darf keine infinitesimale Transformation von der 
Form: ; 


DagRBuetaP (@=3,:-,n) 
3 


vorkommen, also auch keine von der Form: 


+ 2: A1,o Rı,e Tr ap 
3 
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denn eg ist (9, =3,.',,N): 


(Zu Q, + > ao Bet 0 r,) = 2ZRı,ga — Aug Pı- 


Da also » unabhängige infinitesimale Transformationen nicht 
vorkommen können, eo erhalten wir in diesem Falle keine Unter- 
gruppe mit mehr als N — n Parametern. 


Demnach erhalten wir das T'heorem: 


Die N-gliedrige allgemeine conforme Gruppe des R„ enthält, wenn 
wir vorläufig vom R, und R, absehen, kewme Untergruppe mit mehr 
als N — n Parametern. 


Wir wollen nun die (N — n)-gliedrigen Untergruppen aufsuchen, 
von denen wir P, +iP,, Pe(e=3,--:,n) schon kennen. Nach 
dem Vorausgehenden müssen dann auch infinitesimale Transformationen 
von den folgenden Formen vorkommen: 


Rı,: En & P;, 
Rı,e ES v.Ra,o + &P,; 
Ro, et &,@ P;; 


Ss +a0 + > ae et %Pi, 
3 

0, ar b,0, + > bi,e Rıe+ b,P,, 
3 


G+ 40 + PCyo et BE 
3 


Es ergiebt sich: 
(RBıetaP, Be tiRee te P)=— Bet Bye + 29 — &o#5 
(Ruet&s Pf, Boat &,e Fı) Fol 2, 
also: 8 —=0, &u,. =. 


(2, 8 + q 7 r 9 Go Rue + up) 2) —=P.+ 2a, Ro 00 
3 


also: ,=(0, a... 


(2a. G+5b0G+ 2: neu cHB,)=2 Ruta de 
3 2 


also: = —1, be. 
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Für n > 5 verfahren wir in folgender Weise weiter: 


(Fe + a0, + > eg Rute) =2Ro,at24 Ra — af 
3 


also: a =(0, a0. 
S+@%FP, Gt %Fı) = 0 — 2apRı,e — &LP,; 
alsd. a a. 
(9, G,—-i0,+6P)=0%—1t0, — bP,, 
also: b,—=(0. 
(Ruta, )=apı 
also dene): 


Wir erhalten demnach die folgende (N —.n)-gliedrige Untergruppe: 


P,+iP;,, Er Rı,e, Rıe + tRa,o; I SR O, +10,, Oo 
(0, NZE 9m, n) 


Diese Untergruppe lässt x, +4 i%, = 0, also eine Tangential- 
My des Null-Kegels x? + x + --:&°=0 invariant. Die er- 
haltene Gruppe ist mit der Gruppe aller Aehnlichkeitstransformationen 
gleichberechtigt und nicht als ein neuer Typus zu betrachten. 

Für n = 5 kennen wir die folgenden infinitesimalen Trans- 
formationen: 

PA +iP, P, Retafı, Rutilos,, S+%P,) 
0, —i6 +b5P, SG +taG + ass + &P:. 
Durch Combination je zweier dieser Transformationen kann man nur 
bestimmen: 
a=I0, ,=0, , = — 212? = — 201,3 = 280. 
Es bleibt also ein willkürlicher Parameter übrig. Wir werden später 
einsehen, dass wir in diesem Falle keinen neuen Typus erhalten. 

b) n=2. In diesem Falle wollen wir die (N — n)-gliedrigen 
Untergruppen nicht bestimmen, da wir sogar eine (N — rn + 1)-, resp. 
5-gliedrige Untergruppe erhalten. 

Es kommen etwa die folgenden infinitesimalen Transformationen vor: 

P+iP, RetaP, $+%P, ot P, a +taP:. 

Es ergiebt sich nun: 

(PA, +iP,, %,+4aP,)= — 2Rıs; also: a) — (0. 

(Rs, 5S+%P)=- %FP;3; also: 04 —ı0: 
($S, a + Pf)=0G, —-%P;, also: a, —=(. 
8, ,+taP)=%—- PB; also: @Q, —0. 
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Wir erhalten demnach die folgende 5-gliederige Untergruppe der 
conformen Gruppe des R;: 


(26) [Pı +12, Rz, 8, G, 0. | 


Diese Untergruppe lässt x, + ix, = 0, also eine gerade Linie 
durch einen der beiden Nullpunkte, invariant, 


a 
In der gesuchten 7-gliedrigen Untergruppe kommt vor: 
BLOD,, 
während keine infinitesimale Transformation von der folgenden Form 
vorhanden sein darf: 
aFP, = dig 2% — (1,2 Rı,2. 
Dann müssen auch Transformationen von den folgenden Formen 
vorkommen: 
Rs taPfı to P 
RetiRs +3 Pt & P,, 
StaP, +@P,+ aı. Rıs, 
G+5bP+5P,+ bıs Rıs, 
G+aPı + &P, +02 Rıs, 
G+dP, +4P, + dı Rise. 


Durch Combination von je zwei solchen Transformationen kann 
man zeigen, dass ein Theil der Parameter &,a,db,c,d verschwinden 
muss, dass sich aber einige der Parameter auf diese Weise nicht weg- 
schaffen lassen. Noch schlimmer wird dies in den Fällen 4) und 6), 
wo noch viel mehr Parameter vorkommen. 

Da nun die Vereinfachungen, die wir hier erzielen können, nur 
durch unerquickliche Rechnungen geleistet werden und trotzdem will- 
kürliche Parameter in den gesuchten Untergruppen zurückbleiben, so 
wollen wir uns hier darauf beschränken, die Typen von Untergruppen 
für die Fälle 3), 4) und 6) anzugeben. 

Bei der Bestimmung der grössten Untergruppen der Gruppe der 
F, wird sich dann zeigen, dass wir Typen von Untergruppen er- 
halten, die den hier aufgestellten vollständig entsprechen. 

Im Falle 3) erhalten wir die 7-gliedrige Untergruppe der con- 
formen Gruppe des R;: 


(27) P,+iP;, Res, Rıe+iRıs, BD, Gi O5; er 


Diese Untergruppe lässt x, =0, ©, + ia, =0, eine Erzeugende 
des imaginären Kreiskegels x,?-+ x,?-+ 2? = (0, invariant. 
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4, vl, u=2, n=4,0—-5erHtl. 


Wir erhalten die 12-gliedrige Untergruppe der conformen Gruppe 
des R.: 


(28) PtiP,, P,+iP,, Rı,, Rz, Rıs-t+i Rss, RııtiRz,ı, 
Rı,s+iRi,a, S, C,; Q5, G;, Q; 


Diese Untergruppe lässt die ebene M, & Hi =0, ix, = 0 
invariant, welche durch eine Erzeugende der Null- M,? hindurchgeht. 
I) vl, vd, nd, der 


Wir erhalten in diesem Falle keine 16-gliedrige Untergruppe der 
conformen Gruppe des AR,. 

Nämlich, es kommen die folgenden infinitesimalen Translationen 
vor: 


PtiP, PBriP, Bi 
während keine infinitesimale Transformation von der folgenden Form 
vorhanden sein darf: 
P=aP, +@P;, + a,Rı,s + a,5Rı5s + as; Rs,s. 


Dann müsste aber etwa eine Transformation von der folgenden 
Form vorkommen: 


C,-+P. 
Es ist aber: 
Mag C, + R) = 2 Rı,; 2 dsP, ne a3,5 P3. 
Eine solche Transformation darf jedoch nicht vorkommen, wir 
erhalten also in diesem Falle keine Untergruppe. 
Dias Deu Bene Der: 


Wir erhalten die 22-gliedrige Untergruppe der conformen Gruppe 
des R;: 


PA +iP,, B+iP,, P,+iP, 8, C, O2, 0a, Cu, Cs, 08; 
Rıa, Rasa, Rss, Rız ti Ras, Res + !Raı, Rıs + ty, 
Rıs + iRas, Bis + iRas Rıs + tRıs, Res + ÜRy5, 
Rays + iRıs, Ras + Rss. 


(29) 


Diese Untergruppe lässt die ebene M,:x,ti2,=0, &% +i2,=0), 
%, ix, =0 invariant, welche durch eine grösste ebene Mannig- 
faltigkeit, eine M,, der Null- M,? hindurchgeht. 

Wir erhalten demnach als Resultaigdas folgende 


R+HYn+D | 
2 


Theorem: Die gliedrige allgemeine conforme 


Gruppe des R„ besitzt, wenn n=3 oder n > 4 vorausgesetzt wird, 
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nt (n+2) 
2 


keine continuirliche Untergruppe mit mehr als — n Para- 


metern. Und zwar ist jede grösste Untergruppe mit der Gruppe aller 
Aehnlichkeitstransformationen innerhalb der conformen Gruppe gleich- 
berechtigt. Nur fürn =3 und n = 6 erhalten wir noch einen zweiten 
Typus von grössten Untergruppen, welche dadurch charakterisirt sind, 
dass bei ihnen eine ebene M, resp. M,, welche durch eine grösste ebene 
Moannigfaltigkeit, Punkt resp. ebene M,, der Null-M?_, hindurchgeht, 
imvariant bleibt. 

Für n=2 und n=4 erhalten wir dagegen Untergruppen mit 
einem Parameter mehr und diese sind wieder dadurch charakterisirt, 
dass bei ihnen eine ebene M, resp. M,, welche durch eine grösste ebene 
Mannigfaltigkeit, Punkt resp. Gerade, der Null-M?_, hindurchgeht, 
wwarvamt bleibt. 


83. 


Bestimmung der grössten Untergruppen der allgemeinen projectiven 
Gruppe der F,. 


Mit der Untersuchung der allgemeinen conformen Gruppe haben 
wir zugleich den Weg gefunden, um die Gruppe von projectiven in- 
finitesimalen Transformationen, welche die F, im R,„ gestattet, direct 
zu untersuchen. Wir zeigten, dass diese Gruppe sich auf die einfache 
Form bringen lässt: 


n 


(30) VG Z=M — 22? GP; Dia = UP — Lu: 


a 


@,s=1,...n) 


Bezeichnen wir die infinitesimalen Rotationen der conformen Gruppe 
des R„_’ mit R,„. ,#a=1,...,n — 1), so können wir das gegen- 
seitige Eintsprechen der infinitesimalen Transformationen der Gruppe 
der 7, und der allgemeinen conformen Gruppe durch die folgenden 
Relationen ausdrücken (vergl. pag. 5): 


R..=R;,.; Ru=P+z0; g=B— 6; Bes) 
Gl 2P=R.+0%; C=2MR.—-0) SEO Bir=Binf|' 
( 
Die Zusammensetzung der Gruppe (30) ist durch die folgenden 
Relationen gegeben (,,=0#ür ix; a: =]): 
39 (di; 9) = Ri; (Qi, Bjr) = 8:5 da — En & |. 
( ) (Dir; Ru») = Exu fi» SZ &xy Bon FIR su I + &v Rx,u 
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Wir wollen zunächst die Bahncurven der @; bestimmen. Es ergiebt 


sich für 0; = n. — 2 2) %; Be 
1 


de; dx, 


TREE FE ; 
1 %; U,%, 


also erhalten wir als Bahncurven etwa: 


(33) + =], 
wofür wir auch schreiben können: 


wo j beliebige, ©, «x aber bestimmte von den Zahlen 1,...,n sind. 
Unter diesen Kegelschnitten ist eine einzige doppeltzählende Gerade 


1 
ZU, UN er rl), a A AMNE 
Diese Gerade hat mit der Kugel die Punkte 
BE are): Gars re 5 ar DENN, 
gemein. Ebenso gehen alle Kegelschnitte (33) durch diese beiden 
Punkte. Wir erkennen also, dass die Bahncurven einer infinitesimalen 
Transformation @ alle Kegelschnitte sind, welche die Kugel in den- 


jenigen beiden Punkten berühren, welche Schnittpunkte eines bestimmten 
Durchmessers mit der Kugel sind. Demgemäss ist es klar, dass jede 
infinitesimale Transformation >: a;Q; durch einen bestimmten Durch- 
1 
messer der Kugel repräsentirt wird. 
2. B. ist der infinitesimalen Transformation 9, + :@, der Durch- 
messer: 


und zwar eine Gerade durch den Mittelpunkt der Ku (I »=1); 


N a El 
zugeordnet. In der That lässt Q&, + @, dieses Gleichungensystem in- 
variant, wie man sich leicht überzeugt. 
Unsere Gruppe (30) hat nun ——— ne nl) nn a Parameter. 


Uebertragen wir die im vorigen Abschnitt für die allgemeine conforme 
Gruppe endgilig gefundenen Theoreme (pag. 23 und 24) auf unsere 
Gruppe, so erhalten wir die beiden folgenden Theoreme: 

Die nn D -gliedrige projective Gruppe der F, im R, enthält keine 
cn mit mehr als A) —_ n+2= Br 1) +2 Para- 
metern. 
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Die —_ gliedrige projechiwe Gruppe der F, im R„ enthält, 


wenn. wir vom R, und R, absehen, keine Untergruppen mit mehr als 


a) ni ann) + 1 Parametern. 


Wir wollen daher zunächst alle re 4 1)-gliedrigen Unter- 
gruppen der Gruppe (30) bestimmen. Es wird sich zeigen, dass wir 
dabei auch alle a .— 2)-gliedrigen Untergruppen erhalten. 

Nach dem pag. 21 angeführten Satze ist es sicher, dass eine 
(24 1)-gliedrige Untergruppe mindestens eine infinitesimale 
Transformation I} a;Q; enthält; umsomehr muss dies bei grösseren 

1 
Untergruppen der Fall sein. 


Wir setzen daher voraus, dass wir die folgenden infinitesimalen 
Transformationen der gesuchten Untergruppen bereits kennen: 


(34) Ou42;—1 eg Qy42j5 Op 
Y=12,.., 05 oe=v-+t2u+l, v+2u-+2,...,n) 


während wir zugleich wissen, dass keine infinitesimale Transformation 
von der folgenden Form vorkommen darf: 


u 


(35) >} ad. + >41 dry  (A=1,2,..., 9). 
1 1 


Es kommen dann nothwendig auch die folgenden infinitesimalen 
Transformationen vor: 


(Ira 4 dır2s, Arten 4 2425) 
SE R,42,-1,,42,-1 + ?-Ry42,-1,r423. 
“= | + (Rue, 9422-1 + Botey,,r42) 
(425-1 + 2425, Ye) = Brtzy-ne + i Rryeso 
(Leis de) 37 Ro, 02 


Wir behandeln unter der Voraussetzung (34) wirklich alle Fälle, 


(36) 


denn wir haben gesehen, dass Di a0; und >ia,P; durch dieselbe Ge- 
1 1 

rade durch den Üoordinatenanfangspunkt und also auch durch den- 

selben. unendlich fernen Punkt repräsentirt werden. Daher gelten für 

die Q; genau dieselben Betrachtungen, wie wir sie für die P; früher 

(pag. 11—17) ausgeführt haben. 
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Es sind nun verschiedene Fälle zu unterscheiden, jenachdem näm- 
lich mehrere, oder nur eine, oder gar keine der infinitesimalen Trans- 
formationen @, vorhanden sind. Es wird sich zeigen, dass sich der 
letzte Fall am schwierigsten erledigen lässt. Im ersten Falle ist 
v+2u<n— |], im zweiten v+2u=n— 1 und im dritten 
v+2u=n. 

1) v+2u<n-—]1. 

Wir erkennen ohne Weiteres, dass ausser den n — v — u in- 

finitesimalen Transformationen Q,45;-1ı + ? %+25, Qo noch 


unabh. von der folgenden Form vorkommen müssen: 


(37) Ye = >1 >} Gi, Ri,x +D dh + I Ay4r23—1 dr42j—1- 
187°1 1 1 


Wir fragen weiter: wie viele unabh. solche Transformationen können 
vorkommen? 
Es ergiebt sich nun: 


n v 
— 2 Didi — >: a; ‚Rr,o 
1 1 


(38) (9; T)= u 
—— Dias Butss-ue, 


s 


(ers (se; T)) ray ar 2 > BR (e, zo), 


(Qu (Or (Re T))) = —2 :;,o di. 


Da nun nach Voraussetzung keine infinitesimalen Transforma- 
tionen von der Form (35) vorkommen dürfen, so folgt: 


G,0=0 an Zahl: vn — v — 2u), 
nr, tin, =0 Tep: um—v— 2u). 
In Folge dessen folgt aus (38), dass auch Transformationen von 
der folgenden Form vorkommen: 


v [2 
> 47 Rı,e + > ; Ay-2;—1 R,135-1,e . 
1 


1 
Durch Combination dieses Ausdruckes mit — @, erhalten wir aber 
den Ausdruck (35); es sind demnach die weiteren Bedingungen zu 
erfüllen: 


| 


Ara jr 21 3425,02 1 (rt2,rt2n—1 F lnt2z—1,r42;) TESP.: 
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a —0; warı = 0 an Zahl 7, y er 
Wegen 


n n n 
(eo + iQd425, >; > Qi,u Br, ) —2 > (Qr425—1,u 4 %42425,x) Qx 
1 1 1 


ergiebt sich ferner: 


Qrr25—1 + TQr,n43; == 0 an Zahl: v.e, 
w(w —1) 
2 


unabhängige Bedingungen. 

Wir erkennen aus dem Vorangehenden, dass wir ausser den 
gegebenen Q nur R ohne additive Glieder erhalten und zwar genau 
die Rotationen (21) auf pag. 19. Es ergiebt sich demnach für o 
ganz dieselbe Zahl wie dort: | 


a 


Wir erhalten nur dann Untergruppen der verlangten Art, wenn 
o>r oder: 


I tn) ar + EL SL Hi ntote 
oder: 


(39) 


1 
et) nr) st _ 1. 
Wir unterscheiden jetzt zwei Fälle: 


I. u=0. Dann muss sein: 

(„—1) n—v)< —]. 

Diese Bedingung wird nur für v—=( erfüllt. Der Fallv—=0, 
u=0( ergäbe aber alle © und also auch alle R, also sämmtliche 
Transformationen der Gruppe (30). 

I. u> 0. Jedenfalls muss sein: 

v<n—2u, 
also: 
NW U Dip: 
Setzen wir dies in (39) ein, so muss um so mehr sein: 


1 
w+u—1)u <tetD 1 
oder: 

KaU-Uu—B)< — 2, 
oder um so mehr: 

2v tu —3<—2 
oder: 
ui. 
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Hieraus folgt ohne Weiteres, dass es für u > 1 keine Untergruppen 
der verlangten Art giebt. 
Für u = 1 folgt v = 0 und wegen (39) n > 3, ferner folgt 6 = r. 


Wir erhalten demnach die folgende Ge «e 1)- gliedrige Unter- 
gruppe der Gruppe der Kugel im R, (n>3): 


Q, ja iQ, IB Rı,s; Rı,e+ iRz,e, Reue: 
(0, 0, 0, = 3, 4, o.. N) 


Diese Untergruppe lässt x, + ix, = 0 invariant. Diese ebene M,„_ı 
berührt die Null-M 2 ,, 5 ; 


Die erhaltene Untergruppe ist mit jeder grössten Untergruppe, 
welche irgend einen Punkt der Kugel invariant lässt, gleichberechtigt. 
Es wird sich zeigen, dass wir eine solche, gewissermassen allgemeinere, 
Untergruppe auffinden. Daher betrachten wir die erhaltene Unter- 
gruppe nicht als T'ypus einer grössten Untergruppe. 


2) v+2u=n—1. 


a) u=0. Wir betrachten also nur die infinitesimale Transfor- 
mation Q,„ als gegeben, während keine infinitesimale Transformation 
von der folgenden Form vorhanden sein soll: 


n—1 


Dia. 


1 


In Folge dessen erhalten wir in diesem Falle keine Untergruppe 


mit mehr als NER + 1 Parametern. 


In der gesuchten Ce + 1)-gliedrigen Untergruppe sind nun 


sicher infinitesimale Transformationen von der folgenden Form vor- 


handen: 
n—1 


T=R,.+ 7% A,%=1,...,n—]). 
1 


Es ergiebt sich aber: 


n—1 


(On; 2) FE D ar Rın 
1 


n—1 


(9, D)- Dralı. 


1 
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Also ist a =0 und es kommen in der gesuchten Untergruppe 
die folgenden Rotationen vor: 

Ra,,a.- 

Da wir immer » > 2 voraussetzen, so kommt also jedenfalls Rı. 
vor. Vernachlässigen wir ferner den Fall» =3, da wir im R, nicht 
nur viergliedrige, sondern auch eine fünfgliedrige Untergruppe erhalten, 
so können wir in folgender Weise verfahren: 

Es müssen infinitesimale Transformationen von der folgenden Form 


vorhanden sein: 
n—1 
Ra,n+ >20. 
1 


Durch Combination dieses Ausdrucks mit 
Rn (A,, A, Z A,) 


b, 0, — 51,9 - 
»=0 (124): 


erhalten wir jedoch: 


Also muss sein: 


Nun ist aber: 


(On; Bar + b,, Qa, ug gr) Q, a bi, Rı,n, 
folglich muss sein: 
b, = 1. 


Wir erhalten demnach die folgende en + 1)-gliedrige Unter- 
gruppe (Rn > 5): 


O5 Bias: iz 


(40) 
(en 


Diese Untergruppe lässt den Punkt = 0, » = 1, welcher 


auf der Kugel >’x,?—= 1 liegt, invariant (vergl. pag. 33 oben). 
1 
b) «>0. Wir hetrachten also in diesem Falle die folgenden in- 
finitesimalen Transformationen als gegeben (j—=1,..., u): 


425-1 4 19425 Qn, Brtaiın + ÜRorss 
(rss Hi 9len, drran-ı + 3 Qr42n)) 


während keine infinitesimalen Transformationen von der Form: 


und 


v u 


>: at 7 43-1 dstaj-ı 
1 


1 
vorkommen sollen. 
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Wir werden zeigen, dass dann auch keine infinitesimalen Trans- 
formationen von der folgenden Form vorhanden sein dürfen: 


v [% 
>: N >; v125—1 Qr-t2j—ı 


1 1 
u u 


S 
l 
-1- 


jı je Ay+2j,—1, v+25—1 R,+2,-—ı 25 —1 


1 3 
v m 

m > h 2 ) Ar v+2j,—-1 R,, »+2j1—1 
1 1 


In der That, es ergiebt sich: 


u 


v 
KO, wei = — Diaz Ra — 3 Ay+25—1 Data in; 
1 1 


(On, (On, T )) = 2 ar Qi +2 Ay+235-1 Qr-+25—13 


folglich muss sein: 
qa= 0 23-1 = 0. 
Ferner ergiebt sich in Folge dessen: 


(d+335—1 = dyt25; 7) 


u Vv 
—— | 2 Ja Ay+2j—1, v+2j.—1 (4 PAR en 4 q,, v+257—1 Qı b) 
1: 1 


folglich muss auch sein: 


Qr,v42j-—1 = 0% Ay+2j,—1,v+25—-1 = 0. 
Damit haben wir wirklich gezeigt, dass eine Transformation von 
der Form 7’ nicht vorkommen kann. Es kommen also sicher wenigstens: 


Soryrtut tel 1. 


unabhängige infinitesimale Transformationen nicht vor, während in 
den gesuchten grössten Untergruppen höchstens »n — 1 unabhängige 
nicht vorkommen dürfen. Wir erhalten demnach die Bedingung: 


vtua+ tt 2 Iv.u<n—1 


Zvtu)(utl)<2m-—1) 
oder dv-2u=n — 1: 
2v+u) (u+) <2w+2u) 


ur u—3)<0, 


oder: 


oder: 


33 
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also umsomehr: 
2v tu —3<0 
2v<3 —u. 
Hieraus folgt ohne Weiteres, dass es für u > 3 keine Unter- 


gruppen der verlangten Art giebt. 
Es bleiben also nur die folgenden Fälle übrig: 


er vet, DL n=3, 350: ar 
Null, vl, 8-9; n=4Falso: van 
vu —2, vv Dass nd, as: van 
Ö) —Zev— (0a 0, —T, ao; nn —1: 


oder: 


In den Fällen «@) und y) erhalten wir demnach vermuthlich nicht 
nur Untergruppen mit en + 1 Parametern, sondern auch solche 
mit einem Parameter mehr. In diesen Fällen verzichten wir eher darauf, 


die Untergruppen mit en + 1 Parametern zu bestimmen. 


0) ve, ul, Bel; n=3. 
Es kommen die folgenden infinitesimalen Transformationen vor: 
+ AR d;; Rıs+ iRa5, 
während @, nicht vorkommen soll. 


Erhalten wir in diesem Falle wirklich eine fünfgliedrige Unter- 
gruppe, so muss dieselbe infinitesimale Transformationen von den 


folgenden Formen enthalten: 
Rıe+ 20, Rıs+ 03 0,- 


Es ergiebt sich nun: 


(Q;, Bıa + a1,2Q,) = — MeRı,s, 
(9; (95, Rıa+ a2 2) = aedı; 
also: ' 
2 > 0 £ 
Ferner: 
(9, st u5Q)= —- A — Ushı,s, 
also: 
013.5 un 1. 


Wir erhalten demnach die folgende fünfgkiedrige Untergruppe der 
sechsgliedrigen Gruppe der Kugel 2? +22 +22 =1 im R,;! 


(41) E +tiQ:, Qz Rıs-+ Ras, Rıs, Qı & Rıs | 


Diese Untergruppe lässt die gerade Linie , ti =0,,. =-+1, 
welche auf der Kugel liest, invariant. Natürlich ist entweder das 
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positive oder das negative Zeichen zu nehmen. Dem entspricht, dass 
entweder eine Erzeugende der einen Schaar oder eine der anderen 
Schaar invariant bleibt. 

Bor —=T veal,ıdey,  n—4, 


9%, Qu RBaat iz 


kommen vor, dagegen keine infinitesimale Transformation von der 


Form: 
At 9%%+ QeRıs. 
Dann enthält die gesuchte siebengliedrige Untergruppe sicher in- 
finitesimale Transformationen von den folgenden Formen: 


Rs ta +%% + aysRıe, 
I: +6,94 +50, + bueRıs, 
Rat to%+ &2Rıs, 
R,ı+ da +49 + dıkıe. 
Es ergiebt sich nun: 
(9 Rı,s +. )=-a Rı, => A, Ita, 
(9 (Y Rust: )) = aA t+ 9% 


also: 

a0, ,=0: 

(9%, Qu, Bst ))=bA +59, 

also: 

RE 0 

(9% +10, Rıs+ a,aRı2) = — 1.29 — iQ, 
(94:9 Rast belı,)= 9% — 9 — b120ı; 

also: 


aea=—t, bed. 
Es kommen demnach die beiden infinitesimalen Rotationen vor: 
Res, Rı2-+ vRıs. 
Es ergiebt sich ferner: 

(Ra,s, Rı4 +. -) == 771.0 Q; Tr 1,2 Rı,s, 
gl, as. 

(Y, Mat ag) = — 9 — Qua 
„=-t]l. 

(+0, Bat )= QA—d(Rı,e iR) — id, R,s—dı2Q,, 


also: 


also: 


also: 


une: 
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(Ra,s, Rz,ı + d, Q, nz d, 0) BER Rz, En d, 0, 


also: 
di —Q. 
(Y; R3,4 ah d, 0) EN e 2; Bi d, Ra,a, 
also: 
dl; 


Wir erhalten demnach nur die folgende siebengliedrige Untergruppe 
5 


der 10-gliedrigen Gruppe der Kugel >) ir—=1im 
1 


(42) 10,405, Q, RaatiRa,a, Bas, Bıetikı,s, ıtRıa, dHR22l. 


Diese Untergruppe lässt die gerade Linie 2, =0, , + ix, =(, 
% = + 1resp., welche eine Erzeugende der Kugel im R, ist, invariant. 
y)vadi wez, WW eo3,m—=5. 
Q, ur iQ; , Q; 4r iQ, 2; Rus <E iR, Rs; 7 Rus, 
Rıs + iRos + t(Rıat Rz.) 


kommen vor, dagegen keine infinitesimale Transformation von der 
Form: 


9A +90; + a,sRı,s- 


Dann erhält die gesuchte 12-gliedrige Untergruppe sicher in- 
finitesimale Transformationen von den Formen: 


Ret+ 9 +; %; + asfıs; Bat b,Qı + 059; + busRıs. 
Es ergiebt sich: 


(%, (9 Rat: )) = a9, + 0% 


also: 
a, = 0, As = 0. 
(9, (95, Rz se 2 )) rag b,%ı SE b; Q;; 
also: 
D-02560, 
(9% #59, Rıe+ usRı;) = — U1,30Q,, 
(9, + Rh, Rs + bı,.21,) = bis 9; 
also: 


Q1,3 Fr 0, bi3 = 0. 
Demnach kommen die infinitesimalen Rotationen Rı, und Rz, vor. 


Ferner müssen infinitesimale Transformationen von den Me 
Formen vorkommen: 


Rs ta +39 + GasRıs; Rss + d,Q, +49; + dıs Bi 
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Es ergiebt sich: 


(Bas, Bst) = —- 6,9 — AasRı4; 
(Rıs, (Rza, Rıs + -- )) -— Cı3.Ra4, 
also: \ 


G— 0, a3 = 0. 
(Rs taQ)= — 9 — AR; 
a=-tl. 
Analog weist man durch Combination von Rs; +: -- mit Rıs 
und @, nach, dass: 
du=0, dse=0, dh=-1. 


Demnach kommen die folgenden infinitesimalen Transformationen 


Q, + Bis: 0 Res. 
Schliesslich müssen infinitesimale Transformationen von den folgen- 
den Formen vorkommen: 


Rs ta +89 + asRıs; Ruth +h5% + fısRıs- 
Es ergiebt sich: 


(9,9, Rs +: ))=aQı + %% 


also: 


vor: 


also: 
a =l, sd. 


(% +? Ras + asRı3) = — 9 — 11,30, ; 
also: 
een I» 


Analog weist man durch Combination von Rıa +: mit Q, und 
Q, + iQ, nach, dass: 
he h=V9 net: 
Demnach kommen die folgenden infinitesimalen Transformationen 
vor: 


Rıs + iRas, RBıs + tRıs 
und folglich auch: 
Rı4 „4 vBos. 


Wir erhalten in Folge dessen die folgende 12-gliedrige Unter- 
5 


gruppe der 15-gliedrigen Gruppe der Kugel I) > —=1lim RR: 
1 


| A tiß; til; %; Rıs-tiRes, Rzs-+i Ras, Rıs+tiRss, 
RıatiReı, RıstiRa, Rız, Rasa, Qı + Rıs, 9% — Rss. 


(43) 
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Diese Untergruppe lässt die ebene M.: 
u ti =0,, iz, =I, ss = tl 
resp., welche eine Erzeugende (grösste ebene Mannigfaltigkeit) der 
Kugel im AR, ist, invariant. | 
o))v—=(, u), 9-6, n—T, 
Ati til Stile On FuıtiRen, BaatiBar, Bart ion, 
Rıs + Rast (Rı, +: Ra,) ‚ Rıstt Rest i (Rıs —V Rss) y 
R35+iRı5+ %(R3,s+ 1 Ras) 
kommen vor, dagegen keine infinitesimale Transformation von der Form: 
T=4a9, +%9 + 4% + UusBıs + a5 Rıs + Q3; Ra;. 


Dann enthält die gesuchte 22-gliedrige Untergruppe sicher in- 
finitesimale Transformationen von den folgenden Formen: 


Rıe+T, RuıtT, Res +T. 


Es ergiebt sich nun: 


(9: (9, Kıi2 + T)) = 5% + 


also: 
0, 09, =(0, 

folglich: 

(dt? Rıe-+ 2) = — 454, + 435 9; ; 
also: 

413 = Ö, 03,5 = 0, 

folglich: 

(3% Ra+T)=- 41509; 
also: 


B 


Demnach kommt R,. vor. Analog zeigt man, dass auch R;, und 
R;,; vorkommen. 
Ferner ergiebt sich: 


(Rz, Rız + T) a ar Abe Q, u. 08 Rı4 ger QA35 R4,;, 
(Rız, (R3,, Rı, + T)) = 1,3 Res 
(Rss; (Rza, Rı, + 1° )) == A3,5 R4,s, 
also: 
013 —— 0; (35 = 0, (d, = 0: 
folglich: 
(Rss, Rı, ar T ) ee % — (15 Rıs; 
(Rı,, (R;,s, Rın + T )) = 01,5 Ras, 
also: 


alt, 0; 
folglich: ea 


Gruppentheorie für Gleichungen 2, Grades mit n Veränderlichen, 41 


on; Rı, nn 2) FE Q, percz a, Rı,, 


dı ——— + 1 . 
Demnach kommt 0, + Rı,z vor. Analog zeigt man, dass auch 
0, + Rsı, 9 — £5,ı vorkommen. 
Ferner ergiebt sich: 


(9, (9, Bes + T)) = a4 +, % + 4% 


also: 


also: | 
a0 0, =0$); 
folglich: 
(+19, Best T) = — u5Qı — Q35%;; 
also: 
U, = Ö, a5 = 0E 
folglich: 
(9%; +:!Q, Rs tN=-—- %— 39: 
also: 


41,3 mn i. 


Demnach kommt Rıs + ?.Ra, vor. In analoger Weise findet man 
die übrigen infinitesimalen Transformationen der gesuchten Untergruppe. 
Wir erhalten schliesslich die folgende 22-gliedrige Untergruppe 

7 


der 28-gliedrigen Gruppe der Kugel I) Ze im! Ro: 
Sl 


dt, Bti9ı til 9 Bıatifon, RoıtiRar, Boat ten, 

Rıs+tiRı4, Ra3+ti Re, Rıs+tiRa;, Rıs-iRıs, Rest tiRas, Rıs-ttiRe;, 

Ra5-+iRae, RastiRis, Rast tRas, Rız , Rasa, Bo U -Rım, 9% Rs, 
)E Ra. 


(44) 


Diese Untergruppe lässt die ebene M;: 
u Tim =(0, B tin, =0, u ti =(0, m =—tlrep., 
welche eine Erzeugende (grösste ebene Mannigfaltigkeit) der Kugel im 
R, ist, invariant. 


3) v+2u=n. 


Von den infinitesimalen Transformationen >" a; 9; kommen also 


1 
nur die folgenden unabhängigen vor: 


dat il Gh. ,M): 
Die Anzahl der unabhängigen infinitesimalen Rotationen, die vor- 
kommen können, ist nach dem Früheren (pag. 19): 


n(n—1 


erseee Wann vu er, 
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Anderseits müssen: 


| meh) 


unabhängige infinitesimale Rotationen in den gesuchten a -- 1° 
gliedrigen Untergruppen vorkommen (vergl. den pag. 21 angeführten 
Datz). 


Wir erhalten nur dann Untergruppen der verlangten Art, wenn 
o>r,.also wenn: 


n(n—1) — (vw p)(n 9 p) 1 HUN San 
oder: 
u(a+1) — 2(w+u) n—v—u) 22(1—n) 
oder da: 
n=v-t 2u: 
u(u+1) — 2u(w+tu)>2 — 2v — 4u 
oder: 


>6-W)+ri—W)>1. 


Hieraus folgt ohne Weiteres, dass wir für u > 4 keine Unter- 
gruppen der verlangten Art erhalten. Es bleiben, wie man leicht 
verificiren kann, nur die folgenden Fälle übrig: 

I. u=1, v beliebig, n beliebig, 
I: vg er 0, nl, 
ın=5, 
I. v2, 9 22 n=6, 
Ve Rh, 
NEM en an 5 


VI ed veN,un 8. 


Die Fälle IV, V und VII können wir ohne Weiteres ausschliessen, 
denn bekämen wir in diesen Fällen Untergruppen der verlangten Art, 
die mit den bereits bekannten nicht gleichberechtigt wären, so müssten 
wir auch besondere Untergruppen der allgemeinen conformen Gruppe 
des R, und .R, erhalten hahen. 


I. u=1, v beliebig, n beliebig. 
On + iQ. ist allein bekannt, dagegen darf keine infinitesimale 
Transformation von der folgenden Form vorkommen: 
Tz=z,9, +%%+:°°+ An-ı$a-ı- 


Daher erhalten wir keine Untergruppe mit mehr als nr a: 


— 1 


Parametern. In Folge dessen können wir n >53  . 
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Dann müsste sicher eine infinitesimale Transformation von der 
folgenden Form vorkommen: 


Rını +T A=1,2,...,0n—2). 
Nun ergiebt sich: 


(On-ı Tr On, Rn + T) 
ER fa A—a, (Bı,n-ıt3iRı,n) Bea NT 9 hnae | 


Bar ER ny 


(Qn-ı -]- AR (On-ıttion, Rın-ıt n)=! Peer 
— Aa (On I, n—ı) . 
Demnach müssten die infinitesimalen Rotationen: 
ae + iRın A=]1, ii N —2) 
vorkommen. Dann müssten aber, der ersten der obigen Relationen 
zufolge, auch infinitesimale Transformationen von der folgenden Form 
vorkommen: 
9, + bb Ra-ı,n A=1,...,n-—2). 
Aus zwei solchen Transformationen kann man jedoch eine von 
der folgenden Form herleiten: 


Ci, Q, 4- C1,Q3, (A,; ll; “oe, Nn—2). 
Eine solche infinitesimale Transformation kommt aber nach Voraus- 
setzung nicht vor. Demnach erhalten wir in diesem Falle keine Unter- 
gruppe der verlangten Art. 


rn ar 
Y% ti, QtiR,, Rıst+ iRas + i(Rıat iz) 


kommen vor, dagegen keine infinitesimale Transformation von der Form: 


aa + a: 
In der gesuchten 7-gliedrigen Untergruppe kommt sicher eine 
infinitesimale Transformation von der folgenden Form vor: 


T=asaRıe + ans Rıs + a, Qı + a9; 
Nun ergiebt sich: 
: N SR a12(9,—iQı) + 1,3 Q; er N 
(9, 4:9, 7) (Boa) 
(2; +:9Q,;, T) Be ei Q, vr a, (Rıs +iRı,.) Er va; Rz, 
(9 +i9, (+10, 7)) ur aa Rı2 — a (9 -+iRQ,)) 
(0: +20, (dı + iR: T)) = Ays(Rız tig) — va, (d,—iQı), 


(9-+iQ, (9, +i9;, T)) Pen ae 
3\t1 2)° 
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Nehmen wir a, 20 an, so folgt hieraus, dass: 
Rz,., Rıs -H wRa,s, Rı, -H wRo4, Rıs 
und in Folge dessen auch @, vorkommen müssten; Q, kommt aber 


nach Voraussetzung nicht vor, also ist a1, = 0. 
Demnach muss eine infinitesimale Transformation von der Form: 


T=Re tut 9% 
vorkommen und ganz analog zeigt man, dass auch eine von der Form: 
T,=Rıu+bQ4 + 5% 
vorkommen muss. Es ergiebt sich: 
(T7,7)=—-b59+%Q+ (ab; — a;b,) Rıs. 
Combiniren wir nun (7,, 7,) ganz auf dieselbe Weise mit Q), +9, 
und 9, + :®@, wie oben 7’, so erkennen wir, dass analog sein muss: 


a, ba Fe a,b, = 0. 
(T,7)=—- 59%. + %Q 


bel, ,—0. 


Dann wäre 


also ist auch: 


Folglich muss auch a, =0 und b, = 0 sein, denn es ergiebt sich: 


(Ati%, Bıizta Q) = — iQ — ta, Bis, 
(9 +iQ, Rast 830) = Yu — iQ: — Übz Ra. 
Demnach kennen wir von der gesuchten 7-gliedrigen Untergruppe 
die infinitesimalen Transformationen: 
Qt ie, % + iQ Bis, Ras, Bist Res + ÜRıstiReu). 
Ferner muss eine infinitesimale Transformation von der folgenden 
Form vorkommen: 
T=asRıs + a3 Rs + 4 Q9ı + 43% - 
Es ergiebt sich: 


(Rız, (Rıs, n)) = — AysBRı3 — Qu3 Ra: — 4 Q,, 


(Rs, (Rza, n)) = — As Bı3 — 023.23 — 4,05, 


also: 


(9, #19: q1,3 Rıs+ 433 Ra) = dı,3 Q; + Ta3,3 Q;, 
also: | 
Q1,3 + va2,3 N. 
Demnach kommt Rs + Ra; und folglich auch Rıa + i Rz, vor. 


Analog zeigt man, dass auch Rıs + iRıı und Ras + i Rz, vor- 
kommen. 
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Wir erhalten in Folge dessen die folgende 7-gliedrige Untergruppe 
4 


der 10-gliedrigen Gruppe der Kugel I) &—=1ıim R;: 
1 


Qi, 9430, Rız, Ra, RıstiRes, BıatiRza, RıstiRıs- | 


Diese Untergruppe lässt die ebene M,: 
 Tire=0,, tin, =0 
invariant. Diese M, hat mit der Null-M,? eine Gerade gemein. Die 


erhaltene Untergruppe ist eine mit der Untergruppe (42) gleichberechtigte 
und nicht als. ein neuer Typus zu betrachten. 


Il 2 Zen 5. 
0, = iQ;, Q, — 0; Rz, Er v.Rzı = i(R25+i.Rs,;) 


kommen vor, dagegen keine infinitesimale Transformation von der Form: 


„tat UuG:- 
In der gesuchten 12-gliedrigen Untergruppe muss eine infinitesimale 
Transformation von der folgenden Form vorhanden sein: 
T, = a95 Ra + aysBı2 + aıaRıa + Qzı Ra. 


Es ergiebt sich: 


(+19, T)= — mad — QuQs, 


also: 
(1,4 —— (Me (2,4 — ()., 


(%2-+1Q;, Q23 Re,s+ a1. Rı,) = 93(9; — 9) — Q12Qı; 
also: 
a2 = (> 


Folglich kommt Rs, vor; analog zeigt man, dass auch R,,; vor- 


kommt. 
Ferner muss eine Transformation von der folgenden Form vor- 


kommen: 
T, = bye Rıa + baRıa + baaRaı + b,Q,- 
Es ergiebt sich: 
(Ras, T,) = — bıeRıs — baaRsı, 


(%-+3Q;, (Ras, 7))= ib12Qı — ib24Q,, 


also: 
Bein 
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(ti%; ba Rıat+b, Q,) jean b14 d, TE% vb, Ras, 


0. 


also: 


Demnach müsste Q, vorkommen, was der Voraussetzung wider- 
spricht. Wir erhalten daher in diesem Falle keine Untergruppe der 
verlangten Art. 


IV. Bo, m 
ti, AuUtidı Kt id: 


kommen vor, dagegen keine infinitesimalen 'Transformationen von der 


Form: 
HAT tt %- 

In der gesuchten 22-gliedrigen Untergruppe muss eine infinitesimale 
Transformation von der folgenden Form vorhanden sein:, 
Q2,3,.Ra,3 + 01,2 Rı + AıaRıa + a1, Rıs + 02,4 Ra, + a3 Ras 

+ Q4,6 Ras. 
Es ergiebt sich: 
(ti, T)= — a9 — 10; + a4, 


T= 


also: 
MA = ur Isa = U; dus = 0; 
folglich: 
(+29, Tı) = — ud — 02,5%, 
also: 
ds = > a = 0. 
folglich: 
(2, np iQ;, T,) ro a2,3(9; — iQ) a Q: 
also: 


0412 = 0. 


Demnach kommt Rs, vor; analog auch Ru; und Re,r. 
Ferner muss eine infinitesimale Transformation von der folgenden 
Form vorhanden sein: 


bie Rıge + bıa Rıa + bis Rıs + b2a Roeı + ba,6 Ro,s + bı,s Ras 
nd + 5%: 
Es ergiebt sich jedoch: 
(Rs, T,) = — bie Rıs — bau Rau — be, Rss, 


(+: (Rs, 7))— ibı2Qı — ibuQ, — übrs ds 


also: 
bi. == 0, b2.4 = 0, ba,6 = 0; 
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folglich: 
Ar 9) Ta (ars, bı4Rıs Fear, bis Rss, 
(+9, (Bas, 7)) = ibradı — ÜbicQsr 
also: 
ba sun 0, b4,s — u® 
folglich: 
(9% 2: 0; 7,) Er bi, Q, BE vb; Ren; 
also: 
el: 


Demnach müsste Q, vorkommen, was der Voraussetzung wider- 
spricht. Wir erhalten daher auch in diesem Falle keine Untergruppe 
der verlangten Art. 


Damit haben wir die Bestimmung der grössten Untergruppen der 
Gruppe (30) vollständig und streng durchgeführt. 

Wir haben nur noch zu zeigen, dass die früher erfolgte Auf- 
stellung der grössten Untergruppen der allgemeinen conformen Gruppe 
richtig ist (vergl. pag. 26u.27). Zu diesem Zwecke brauchen wir nur 
die Formeln (31) auf die Untergruppe (40—44) der Gruppe (30) 
anzuwenden. Man überzeugt sich leicht, dass der grössten Unter- 
gruppe, welche einen Punkt der Kugel invariant lässt, die Gruppe 
aller Aehnlichkeitstransformationen entspricht. Ebenso entsprechen 
sich .die gefundenen 5-, 7-, 12- und 22-gliedrigen Untergruppen der 
Gruppe der Kugel und der conformen Gruppe. Jede der Formeln 
(40—44) giebt eigentlich zwei Typen von Untergruppen, jenachdem 
man entweder das positive oder das negative Zeichen wählt. Durch 
Anwendung der Formeln (31) zeigt sich jedoch, dass der Vertauschung 
des positiven mit dem negativen Zeichen, die Vertauschung der Trans- 
lationen P; mit den Uirculationen C; in der allgemeinen conformen 
Gruppe entspricht. Demnach brauchen wir nur das eine Zeichen zu 
berücksichtigen, 


Wir erhalten als Enndresultat unserer Untersuchung das folgende 
Theorem: Die continuirliche projechve Gruppe einer Fläche 
zweiten Grades mit nicht verschwindender Determinante im n-fach aus- 
gedehnten BRaume besitzt, wenn n = 4 oder n > 5 vorausgesetzt wird, 


keine continwirliche Untergruppe mit mehr als u + 1 Parametern. 


Und zwar ist jede grösste Untergruppe dadurch charakterisirt, dass sie 
einen bestimmten Punkt der F, invarvant lässt. Nur für n = 4 und 
n=T erhalten wir noch einen zweiten Typus von grössten Untergruppen, 
welche dadurch charakterisirt sind, dass bei ihnen eine grösste ebene 
Mannigfaltigkeit der F', invariant bleibt, 


Eeiprige im Januar 1889. 


